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摘 要： 针对非可微有界变差函数容易在图像恢复过程产生阶梯效应，提出一种二阶可微的原始对偶模型及
牛顿迭代算法．分析伪Ｈｕｂｅｒ函数的特性，运用Ｆｅｎｃｈｅｌ变换，将原始模型转化为原始对偶模型，然后提出原始与对偶
变量不同步长更新策略的牛顿迭代算法，并给出广义交叉验证准则确定权重．利用点扩散函数和高斯噪声对合成与真
实图像进行模糊，将本文方法与快速傅里叶变换算法、快速收缩阈值算法、交替投影算法和拟牛顿算法进行实验对比，

仿真表明，本文算法能保护图像的边缘，抑制阶梯效应，取得较小的相对误差、偏差，较高的峰值信噪比、相似度性测度

和良好的视觉效果．
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１ 引言

在宇航成像，放射显微镜成像，压缩感知［１，２］中，采

样图像可用第一种类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程［３］来描述，由于
方程的不适定性，很难获得理想图像．为获得理想图像，
最好的办法是建立正则化能量泛函［４］．在众多正则化模
型中，研究有界变差函数作为正则项及求解算法异常活

跃［５］．如ＲＯＦ（ＲｕｄｉｎＯｓｈｅｒＦａｔｅｍｉ）模型［６］，自适应 ＲＯＦ模
型和半二次 ＲＯＦ模型等［３］．但 ＲＯＦ模型不可微，使得能
量泛函求解十分困难，而且容易在平稳区域产生阶梯效

应．为克服此缺点，研究有界变差函数作为正则项主要有
三个发展方向：一是基于原始模型设计求解算法．利用光
滑函数逼近有界变差函数，设计一阶求解算法，如最速下

降算法，不动点算法［７］，但算法收敛较慢．为加快算法收
敛，利用能量泛函的梯度和海森矩阵，设计二阶求解算

法，如牛顿迭代算法、拟牛顿投影算法［８］等，但是，维数较

高的海森矩阵一般不具有特殊结构，导致算法收敛缓慢．
为克服该弱点，直接利用次微分［９］计算正则项，如迭代

软阈值算法［１０］，快速迭代软阈值算法［４］等，但图像恢复

质量不太理想；二是基于对偶模型设计求解算法．对正
则项进行Ｆｅｎｃｈｅｌ变换，将原始模型转化为对偶模型．如
半隐梯度下降算法［１１］，梯度投影算法［３］，只要选取适当

的步长，算法较快地收敛到最优解，对受高斯、泊松和拉

普拉斯噪声模糊的图像进行恢复，定量评价指标优于原

始模型［１２］；三是基于原始对偶模型设计求解算法．如
原始与对偶变量步长更新相同、不同［１３］和自适应更新
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的一阶ＰｒｉｍａｌＤｕａｌ算法［１４］．为保证算法收敛，文献［１５］
研究ＰｒｉｍａｌＤｕａｌ算法步长更新准则，此类算法恢复图像
质量优于对偶模型，但算法收敛速度是一阶的，且解是

次最优的．
为加快算法收敛，获得最优解，本文提出一种具有

二次收敛速度的原始对偶模型图像恢复算法．在模型
的建立上，用自变量是有界变差的伪 Ｈｕｂｅｒ函数描述正
则项，用Ｌ２范数拟合保真项；在模型的求解上，首先论
证正则项的梯度和海森矩阵幅值有限，然后利用对偶

变换，将模型转化为极小极大问题；在算法的设计上，
提出原始与对偶变量不同步长更新策略的 ＰｒｉｍａｌＤｕａｌ
牛顿迭代算法，并证明收敛性；在权重的确定上，给出

广义交叉验证准则；在算法验证上，选用模拟与真实图

像，将本文算法与快速傅立叶变换算法［３］、拟牛顿迭代

算法［１６］、文献［４］算法和交替投影迭代算法［５］进行对
比，验证算法的有效性．

２ 图像恢复能量泛函正则化模型

理想图像 ｘ同时受Ａ和ε影响而降质，表达式为
ｇ＝Ａｘ＋ε （１）

式中，ｇ是降质图像，Ａ为模糊矩阵，ε是高斯噪声．为
获得 ｘ，最小化正则化模型表达式为

ｘ＝ａｒｇｍｉｎｘ
Ｅ（ｘ） （２）

式中，Ｅ（ｘ）＝１２‖Ａｘ－ｇ‖
２
Ｌ２
＋λΦ（Ｄｘ），‖Ａｘ－ｇ‖２Ｌ２

为拟合项，Φ（Ｄｘ）为正则项，Ｄ是线性算子，Φ（·）为函
数，λ是权重．若 Ａ＝Ｉ，式（２）为降噪问题［１７］，若 Ａ≠Ｉ，
式（２）为去模糊问题．

若 ＡＴＡ可逆，算子 Ａ和Ｄ满足条件
ｋｅｒ（ＡＴＡ）∩ｋｅｒ（ＤＴＤ）＝｛０｝ （３）

式中，ｋｅｒ（·）为核空间．若Φ（ｘ）是严格凸非递减函数，
ｌｉｍ
ｘ→＋∞
Φ（ｘ）＝＋∞，满足线性增长条件，由变分原理［１８］，

式（２）的解存在且唯一．若Φ（ｘ）为非可微的有界变差
函数，无法应用牛顿迭代算法．虽然可利用 Ｈｕｂｅｒ函
数［１９］作为正则项，但算法只具有线性收敛速度．
２１ 伪Ｈｕｂｅｒ函数的特性

伪Ｈｕｂｅｒ函数［１９］表达式为

Φ（ｘ）＝β∫Ω １＋ｘ
２

β槡 ２－( )１ｄｘ （４）

式中，β＞０的常数，随着β→０，式（４）逼近有界变差函
数，具有二阶导数．

定理１ 伪Ｈｕｂｅｒ函数的梯度有界，表示为
－１≤［Φ（ｘ）］ｉ≤１ （５）

式中，ｉ＝１，２，…，ｍ，表示梯度．
证明 对式（４）求偏导数有

Φ（ｘ）＝ｄｉａｇ
ｘ１
ｘ２１＋β槡 ２

，…，
ｘｍ
ｘ２ｍ＋β槡[ ]２ （６）

［Φ（ｘ）］ｉ＝
ｘｉ
ｘ２ｉ＋β槡 ２

，Φ( )[ ]ｘ ｉ是递增的奇函数，

因为 ｌｉｍ
ｘｉ→－∞

Φ（ｘ[ ]） ｉ＝－１，ｌｉｍ
ｘｉ→＋∞

Φ( )[ ]ｘ ｉ＝１，所以

－１≤ Φ( )[ ]ｘ ｉ≤１证毕．
定理２ 伪 Ｈｕｂｅｒ函数的海森矩阵有界，即

０＜［２Φ（ｘ）］ｉｉ≤１／β （７）
且式（７）是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，表达式为

‖２Φ（ｘ）－２Φ（ｙ）‖２Ｌ２≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖
２
Ｌ２
（８）

式中，Ｌ＞０的常数．
证明 对式（６）求偏导有

２Φ（ｘ）＝ｄｉａｇ
β
２

ｘ２１＋β[ ]２
３
２
，…， β

２

ｘ２ｍ＋β[ ]２[ ]３２ （９）

［２Φ（ｘ）］ｉｉ＝ β
２

ｘ２ｉ＋β[ ]２
３
２
，因为 ２Φ（ｘ[ ]） ｉｉ是偶函

数，ｌｉｍ
ｘｉ→∞

２Φ（ｘ[ ]） ｉｉ＝０，ｌｉｍ
ｘｉ→０
［２Φ（ｘ）］ｉｉ＝１／β，因此，式

（７）成立．
‖２Φ（ｘ）－２Φ（ｙ）‖２Ｌ２

≤∫Ｂ１（０）
‖
ｄ２Φ（ｘ＋ｓ（ｙ－ｘ））

ｄｓ ‖
２

Ｌ２

ｄｓ
（１０）

式中，Ｂ１（０）表示以 ０为圆心，半径为 １的球，
ｄ２Φ（ｘ＋ｓ（ｙ－ｘ））

ｄｓ 为对角阵，相应元素为

ｄ２Φ（ｘ＋ｓ（ｙ－ｘ））
ｄ[ ]ｓ ｉｉ

＝（ｘｉ－ｙｉ）ｐｉ （１１）

式中，ｐｉ＝
－３（ｓｘｉ＋（１－ｓ）ｙｉ）

β
３ １＋

（ｓｘｉ＋（１－ｓ）ｙｉ）２

β
( )２

５
２
．对式（１１）两边

取绝对值，则有

ｄ２Φ（ｘ＋ｓ（ｙ－ｘ））
ｄ[ ]ｓ ｉｉ

＝｜ｘｉ－ｙｉ‖ｐｉ｜（１２）

式中，｜ｐｉ｜在（β－２ｙｉ）／［２（ｘｉ－ｙｉ）］处具有最大值，经不
等式放大，则有

｜ｐｉ｜＜１／β
２ （１３）

取 Ｌ＝１／β
２，将式（１３）代入式（１２），则有
ｄ２Φ（ｘ＋ｓ（ｙ－ｘ））

ｄ[ ]ｓ ｉｉ
≤Ｌ｜ｘｉ－ｙｉ｜ （１４）

将式（１４）代入式（１０），则有式（８）．证毕．
２２ 原始最小化问题转化为原始对偶极值原理

由 Ｆｅｎｃｈｅｌ变换［３，１８］，Φ（Ｄｘ）的共轭函数为

Φ（ｙ）＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｃ

( )Ｄｘ Ｔｙ－Φ（Ｄｘ{ }） （１５）

式中，Ｃ是 ｘ在凸集 ＣＲｄ上的定义域，Ｄｘ＝（Ｄｘｘ，
Ｄｙｘ）．由 Ｆｅｎｃｈｅｌ变换，式（１５）表示为
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Φ（Ｄｘ）＝（Ｄｘ）Ｔｙ＋Φ（ｙ） （１６）
令 ｙ＝（ｕ，ｖ），将Φ（Ｄｘ）表示成原始对偶模型，表达式
为

φ（ｘ，ｙ）＝ ｓｕｐ
（ｕ，ｖ）∈Ｃ


｛〈ｘ，Ｄｘｕ＋Ｄｙｖ〉－〈Φ（ｕ，ｖ），１〉｝

（１７）
式中，Ｄｘ和Ｄｙ分别是Ｄｘ和Ｄｙ的伴随算子，〈·，·〉为
内积．将式（１７）代入式（２），则有

（ｕ，ｖ，ｘ）＝ｍｉｎｘ ｍａｘｕ，ｖＥ（ｕ，ｖ，ｘ） （１８）

式中，Ｅ（ｕ，ｖ，ｘ）＝１２‖Ａｘ－ｇ‖
２
Ｌ２
＋λφ（ｘ，ｙ）．

２３ 原始对偶模型极值的牛顿迭代原理
根据一阶ＫＫＴ（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）条件［２０］，式（１８）

关于 ｙ和ｘ一阶导数表达式为


ｙ
Ｅ（ｕ，ｖ，ｘ）＝

Ｄｘｘ
Ｄｙ

[ ]ｘ － ［ｕ，ｖ］Ｔ

φ
′（（Ｄｘｘ）２＋（Ｄｙｘ）２）

（１９）


ｘ
Ｅ（ｕ，ｖ，ｘ）＝ＡＴ（Ａｘ－ｇ）＋λ（Ｄｘｕ＋Ｄｙｖ）（２０）

根据式（１９）和（２０），式（１８）的梯度为

Ｇ（ｙ，ｘ）＝

ｇ１
ｇ２
ｇ









３

＝
Γ（ｘ）ｕ－Ｄｘｘ

Γ（ｘ）ｖ－Ｄｙｘ

ＡＴ（Ａｘ－ｇ）＋λ（Ｄｘｕ＋Ｄｙｖ









）
（２１）

式中，Ｇ （ｙ，ｘ） ＝

Ｅ（ｕ，ｖ，ｘ）
ｙ

Ｅ（ｕ，ｖ，ｘ）










ｘ

，Γ （ｘ） ＝

１
φ
′ （Ｄｘｘ）２＋（Ｄｙｘ）( )２ ．

根据二阶ＫＫＴ条件，式（２１）关于（ｙ，ｘ）的偏导数为

Ｈ（ｙ，ｘ）＝
Γ（ｘ） ０ Γ

′（ｘ）ｕ－Ｄｘ
０ Γ（ｘ） Γ′（ｘ）ｖ－Ｄｙ

λＤｘ λＤｙ ＡＴ









Ａ

（２２）

由式（２１）、（２２），应用牛顿迭代法求式（１８）最优增量解，
表达式为

Ｈ（ｙ，ｘ）Δ
ｙ
Δ

[ ]ｘ ＝－Ｇ（ｙ，ｘ） （２３）

对式（２３）进行块化简，将 Ｈ（ｙ，ｘ）转化为块上三角矩
阵，式（２３）转化为
Γ（ｘ） ０ －ａ１１Ｄｘ－ａ１２Ｄｙ
０ Γ（ｘ） －ａ２１Ｄｘ－ａ２２Ｄｙ
０ ０ ＡＴＡ＋λ











ψ

Δｕ
Δｖ
Δ







ｘ
＝
－ｇ１
－ｇ２









ｒ
（２４）

式中，令 Ｂ１＝
２Φ″（ｘ）（Ｄｘｘ）
Φ
′（ｘ）２

，Ｂ２＝
２Φ″（ｘ）（Ｄｙｘ）
Φ
′（ｘ）２

，ａ＝

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ[ ]

２２
＝
ｄｉａｇ（１＋Ｂ１ｕ） ｄｉａｇ（Ｂ２ｕ）
ｄｉａｇ（Ｂ１ｖ） ｄｉａｇ（１＋Ｂ２ｖ

[ ]），ψ ＝

Ｄｘ，Ｄ[ ]ｙ ｄｉａｇ（Γ－１（ｘ），Γ－１（ｘ））ａ Ｄｘ Ｄ[ ]ｙ Ｔ，ｒ＝ＡＴ

（ｇ－Ａｘ）－［Ｄｘ，Ｄｙ］Γ－１（ｘ）［ＤｘＤｙ］Ｔ．Γ（ｘ），ａ１１，ａ１２，
ａ２１，ａ２２都是对角矩阵，若 Ｄ是一阶差分矩阵，那么 Ｄｘ，
Ｄｙ都是二对角稀疏矩阵，Δｕ和Δｖ容易求解．由于ψ
是对角矩阵，对图像施加周期边界条件，用快速傅里叶

变换对角化 ＡＴＡ，使得Δｘ容易求解．
２４ 原始对偶模型权重的确定
λ确定主要有Ｌ曲线法、无偏预测风险估计器（ＵＰ

ＲＥ）和广义交叉验证法（ＧＣＶ）等［３，７］．从统计意义上，Ｌ
曲线法欠估λ，ＵＰＲＥ需已知噪声的方差，ＧＣＶ方法不需
要知道噪声的方差，但标准 ＧＣＶ方法，Ｄ＝Ｉ，而式（２）
中的 Ｄ≠Ｉ．为获得通用ＧＣＶ准则，则有

λ·＝ｍｉｎ
λ
ＧＣＶ（λ）＝ｍｉｎ

λ

ｎ‖（Ｉ－ＡＡ＋λＡ
Ｔ）ｇ‖２Ｌ２

［ｔｒａｃｅ（Ｉ－ＡＡ＋λＡ
Ｔ）］{ }２

（２５）
式中，Ａ＋λ ＝（Ａ

ＴＡ＋λＤＴＤ）－１表示伪逆矩阵，ｔｒａｃｅ（·）表
示矩阵的迹．
２５ 原始对偶模型的牛顿迭代算法

求解式（１８）算法归结如下：

原始对偶模型的牛顿迭代算法

１ Ｉｎｉｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎλ，ｔ＝０，ｋ＝０，ＩＭ，ＥＭ，ｘ０，ｙ０
２ Ｆｏｒｋ＝１：ＥＭ
３ Ｃｏｍｐｕｔｅ（２１）ａｎｄ（２２）
４ Ｇｋ，０＝Ｈｋｄｋ，０＋Ｇｋ，ｐ０＝－Ｇｋ，０，σ０＝‖Ｇｋ，０‖２Ｌ２
５ Ｗｈｉｌｅｔ＜ＩＭｏｒγｔ≤ｃ‖Ｇｋ，ｔ‖２Ｌ２
６ ｈｔ＝Ｈｋｐｔ，δｔ＝σｔ／〈ｐｔ，ｈｔ〉
７ ｄｋ，ｔ＋１＝ｄｋ，ｔ＋δｔｐｔ，ｄ＝（Δｕ，Δｖ，Δｘ），Ｇｋ，ｔ＋１＝Ｇｋ，ｔ＋δｔｈｔ，γｔ

＝‖Ｈｋｄｋ，ｔ＋１－Ｇｋ，ｔ＋１‖２Ｌ２
８ σｔ＋１＝‖Ｇｋ，ｔ＋１‖２Ｌ２

，βｔ＝σｔ＋１／σｔ，ｐｔ＋１＝－Ｇｋ，ｔ＋１＋βｔｐｔ

Ｅｎｄ
９ ｘｋ＋１＝ｘｋ＋τｋΔｘｋ （２６）
１０τｋ＝｛Ｅ（ｘｋ＋τｋΔｘｋ）－Ｅ（ｘｋ）≤ε０τｋΔＥ（ｘｋ，Δｘｋ）｝ （２７）
１１ ｙｋ＋１＝ｙｋ＋ηｋΔｙｋ （２８）

１２ηｋ＝ｍｉｎｋ ｍａｘ
ηｉ
ηｉ｜０≤ｙｋ＋ηｉΔｙｋ≤１，０≤ηｉ≤{ }{ }１ （２９）

１３ Ｕｐｄａｔｅ
ｘｋ＋１
ｙｋ

[ ]
＋１
＝
ｘｋ
ｙ[ ]
ｋ
＋
τｋΔｘｋ

ηｋΔｙ
[ ]

ｋ
（３０）

１４ ｋ＝ｋ＋１，ｔ＝ｔ＋１
Ｅｎｄ

２６ 原始对偶模型牛顿迭代算法收敛性分析
定理３ 设 Ｅ（ｚ）二阶连续可微，ｚ∈Ｂｒ（ｚ）

Ω，ζ∈Ω，存在常数θ＞０，使得

ζ
ＴＨ（ｚ）ζθ‖ζ‖２Ｌ２ （３１）

式中，ｚ∈Ｌ（ｚ０），Ｌ（ｚ０）为水平集［１８］，表达式为
Ｌ（ｚ０）＝｛ｚ｜Ｅ（ｚ）≤Ｅ（ｚ０）｝ （３２）
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定理４ 令 ｚｋ＝（ｘｋ，ｙｋ），ｋ＝１，２，…，ＥＭ，若｛ｚｋ｝是
由牛顿迭代算法产生的序列，式（１８）存在聚点 ｚ，那么
｛ｚｋ｝的聚点 ｚ是式（１８）的鞍点．

证明 下面证明式（２７）从左边到右边成立．因为采
用Ａｒｍｉｊｏ规则搜索τｋ，所以｛Ｅ（ｘｋ）｝是严格递减的，表
达式为

Ｅ（ｘｋ＋τｋΔｘｋ）－Ｅ（ｘｋ）≤ε０τｋΔＥ（ｘｋ，Δｘｋ）

≤ε０τｋ
‖Δｘｋ‖２Ｌ２
Ｍ ＜０

（３３）

令τｋ＝ρ
ｌｋ，ρ∈（０，１），ｌｋ是非负整数．由式（３２），

｛Ｅ（ｘｋ）｝是递减的且下有界，则式（３３）的右边趋于零．
因此，若存在整数 Ｎ＞０，使得 ｌｋ＜Ｎ，对子序列｛１，２，
…｝的所有 ｋ，使得Δｘｋ→０；

用反证法证明式（２７）从右边到左边成立．假设存在
子序列ω｛１，２，…｝，ｌｋ→∞，ｋ∈ω，对于足够大的 ｋ，
使得当前迭代解 ｘｋ＋τｋΔｘｋ／β不满足式（２７），那么
Ｅ（ｘｋ＋τｋΔｘｋ／β）－Ｅ（ｘｋ）＞ε０τｋΔＥ（ｘｋ，Δｘｋ）／β

（３４）
因为能量泛函是凸函数，因此

Ｅ（ｘｋ＋τｋΔｘｋ／β）－Ｅ（ｘｋ）≤τｋΔＥ（ｘｋ＋τｋΔｘｋ／β，Δｘｋ）／β
（３５）

由式（３０）和式（３１）可知

ε０τｋＥ（ｘｋ，Δｘｋ）／β＜τｋＥ（ｘｋ＋θｋτｋΔｘｋ／β，Δｘｋ）／β
Ｅ（ｘｋ＋θｋτｋΔｘｋ／β，Δｘｋ）－Ｅ（ｘｋ，Δｘｋ）＞
（ε０－１）Ｅ（ｘｋ，Δｘｋ）＞０ （３６）
由式（３２），序列｛Ｅ（ｘｋ）｝递减且下有界，当 ｌｋ→∞，ｋ∈
ω，‖θｋτｋΔｘｋ／β‖

２
Ｌ２→０，式（３６）即大于零又小于零，矛

盾，故式（３４）不成立．因此采用Ａｒｍｉｊｏ规则更新步长，原
始变量的迭代解收敛．

由式（２４）可知，对偶变量的表达式为

Δｕ＝－ｕ＋Γ－１（ｘ）［Ｄｘｘ＋ａ１１ＤｘΔｘ＋ａ１２ＤｙΔｘ］
（３７）

Δｖ＝－ｖ＋Γ－１（ｘ）［Ｄｙｘ＋ａ２１ＤｘΔｘ＋ａ２２ＤｙΔｘ］
（３８）

由于 ｘｋ收敛于最优解ｘ，那么Δｘ→０，式（３７）的等价
表达式为

Δｕ＝－ｕ＋Γ－１（ｘ）Ｄｘｘ （３９）
将式（３９）表示成迭代形式，表达式为

ηｋΔｕ＝－ｕ＋Γ
－１（ｘ）Ｄｘｘ （４０）

因为Γ
－１（ｘ）是有界的，那么
ｌｉｍ
ｋ→∞
‖ｕ＋ηｋΔｕ－Γ－１（ｘ）Ｄｘｘ‖２Ｌ２＝０ （４１）

若定义 ｕ＝Γ
－１（ｘ）Ｄｘｘ，对于足够大的 ｋ，则有
ｕｋ＋１＝ｕｋ＋ηｋΔｕｋ＝ｕ （４２）

同理 ｖｋ＋１＝ｖｋ＋ηｋΔｖｋ＝ｖ （４３）

式（４２）和式（４３）表明，式（２９）步长更新准则使对偶变量
ｕｋ＋１→ｕ，ｖｋ＋１→ｖ收敛．证毕．

３ 实验结果及分析

测试所用计算机配置：ＧｅｎｕｉｎｅＩｎｔｅｌ（Ｒ）２ＣＰＵｓ
Ｔ２３００＠１６６ＧＨｚ，１６６ＧＢ内存，软件环境为 Ｍａｔｌａｂ
Ｒ２００９ａ，Ｗｉｎｄｏｗｓ７操作系统．为客观评价图像恢复效
果，采用四种定量指标［３］：相对误差 ＲＥ、平均绝对误差
ＭＡＥ、峰值信噪比ＰＳＮＲ和结构相似测度 ＳＳＩＭ

实验１ 不同算法恢复合成图像

选用结构简单合成图像［７］如图 １（ａ）和 ２（ａ），图
１（ｆ）和 ２（ｆ）为对应三维表面．用本文算法，Ｄ＝Ｄ１；快
速傅里叶变换算法［３］，Ｄ＝Ｉｎ（算法 １）和 Ｄ＝Ｄ２（算法
２）进行实验．一、二阶算子 Ｄ１和 Ｄ２表达式为

Ｄ１＝
ＩｎＤ１，ｍ
Ｄ１，ｎＩ

[ ]
ｍ
，Ｄ２＝

ＩｎＤ２，ｍ
Ｄ２，ｎＩ

[ ]
ｍ

（４４）

式中，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，Ｉｎ为单位矩阵，Ｄ１，ｎ和Ｄ２，ｎ
分别为

Ｄ１，ｎ＝

－１ １ ０
０ －１ １

  
０ －１ １













１ ０ －１

，

Ｄ２，ｎ＝

－２ １ １
１ －２ １

  
１ －２ １













１ １ －２

（４５）

用σ＝３对图１（ａ）和图２（ａ）进行降质，如图１（ｂ）、２（ｂ）
所示，图像比较模糊，图１、２中（ｂ）～（ｅ）中为不同算法
恢复图像，图１、２中（ｇ）～（ｊ）为恢复图像的三维表面，
表１为不同算法恢复定量评价指标．

图１（ｃ）和图２（ｃ）比较模糊，表明算法１的正则项
仅满足拟合要求，没有体现图像的边缘特征．图１（ｄ）和
图２（ｄ）模糊程度与图１（ｃ）和图２（ｃ）相近，说明二阶可
微的正则项决定解的特性，因此获得的图像比较平滑．
此外，算法１和２都在平稳区域产生伪边缘．图１（ｅ）和
图２（ｅ）恢复的边缘和平稳区域比较理想，表明本文算
法能准确体现图像的特征．从三维表面来看，图１（ｇ）和
图２（ｇ）比较光滑，严重偏离原始图像三维表面，说明边
缘模糊严重．算法１和算法２恢复的三维表面有很多尖
点，如图１的（ｈ）、（ｉ）和图２的（ｈ）、（ｉ），而这些尖点对
应图像的边缘，说明算法很难恢复图像的边缘；同时，

平稳区域三维表面严重偏离原始三维表面，说明图像

恢复效果不理想．图１（ｊ）和图２（ｊ）恢复三维表面与图１
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（ｆ）和图２（ｆ）原始三维表面非常相似，说明本文算法能
准确体现图像的特征．对图 １（ａ）和图 ２（ａ）进行下采

样，获得１２８×１２８图像，用σ＝１５对图像进行降质，不
同算法定量评价指标如表２

表１ 不同算法恢复性能比较（２５６×２５６），图１和图２

原始图像 指标
模糊图像，

图（ｂ）
算法１，
图（ｃ）

算法２，
图（ｄ）

本文算法，

图（ｅ）

ＲＥ ０１９４ ０１５６ ０１４９ ００６６

图１（ａ） ＭＡＥ ００３０ ００２５ ００２４ ０００５

ＰＳＮＲ ２１７６ ２３５３ ２３９２ ３１０２

ＳＳＩＭ ０８０９ ０８２０ ０８００ ０９８３

ＲＥ ０１６８ ０１２５ ０１１６ ００３３

图２（ａ） ＭＡＥ ００５５ ００３６ ００３１ ００１６

ＰＳＮＲ １８８３ ２３８１ ２４５３ ３３５３

ＳＳＩＭ ０７９６ ０８０７ ０７８６ ０９８８

表２ 不同算法恢复性能比较（１２８×１２８）

原始图像 指标 模糊图像 算法１ 算法２ 本文算法

ＲＥ ０１９２ ０１５１ ０１５４ ００５２

图１（ａ） ＭＡＥ ００２９６ ００２５７ ００２５９ ０００５

下采样 ＰＳＮＲ ２１９４ ２３７４ ２３５６ ３３０１

ＳＳＩＭ ０８１２ ０８９１ ０８７０ ０９８９

ＲＥ ０１８８ ０１４５ ０１４８ ００３５

图２（ａ） ＭＡＥ ００６０ ００４１ ００３９ ０００３

下采样 ＰＳＮＲ １７８０ ２１４０ ２１１９ ３２６６

ＳＳＩＭ ０８１０ ０８７９ ０８５４ ０９９２
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从表１和表２定量评价指标来看，算法１的 ＲＥ和
ＭＡＥ小于算法２，ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ高于算法２，说明算法１
的恢复效果好于算法 ２，而本文算法的 ＲＥ和 ＭＡＥ最
小，ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ最大，说明本文算法恢复性能好于其
他两种算法．

实验２ 不同算法恢复真实图像

选用纹理少的自然图像如图３所示．图３（ａ），细节
丰富，不容易恢复；图３（ｂ），平稳区域较大，容易产生阶
梯效应；图３（ｃ），在较大平稳区域处有细节，容易产生
阶梯效应且抹杀细节；图３（ｄ），平稳区域和细节都比较
丰富，区域较多，梯度变化复杂，不易恢复．

选用拟牛顿算法［１６］，该算法具有二阶收敛速度，但

随着图像规模增大，导致构造结构化海森矩阵变得困

难，文献［４］算法，该算法具有较快收敛速度；交替投影
算法［５］，该算法容易在平稳区域产生阶梯效应；与本文

算法进行对比．图４～７为不同算法恢复性能对比．
从定性结果来看，对于 Ｐａｎｄａ图像，降质图像边缘

丢失严重，如图４（ｆ）．在 Ｐａｎｄａ的“眼睛”上方，文献［１６］
方法使得边缘丢失，这是由于结构化海森矩阵不当所

致，如图 ４（ｇ）．文献［４］方法在 Ｐａｎｄａ左眼的上方产生
一条虚假边缘，这是由于该算法产生阶梯效应所致，如

图４（ｈ）．用文献［５］方法，Ｐａｎｄａ右眼的上方和外侧边缘
丢失，这是由于拟合项不当所致，如图４（ｉ）．从图４（ｊ）
与图３（ｅ）对比来看，本文算法恢复Ｐａｎｄａ的“眼睛”几乎
与原始图像边缘一致，这是由于本文算法不仅考虑原

始图像，而且考虑对偶图像．
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对于Ｏｎｉｏｎ图像，文献［１６］方法在图像左上方产生
一条虚假边缘且部分边缘丢失，如图 ５（ｇ）．用文献［４］
方法也产生虚假边缘，如图５（ｈ），这是由于阶梯效应所
致．文献［５］方法在左上方产生虚假边缘，如图５（ｉ）．从
图５（ｊ）与图３（ｆ）对比来看，本文算法恢复图像的边缘
与原始图像边缘几乎一致，说明本文算法能准确体现

图像的特征．
对于Ｒｏｓｅ图像，文献［１７］方法在图像右下方产生

虚假边缘，如图６（ｇ），文献［４］方法在图像右下方也产
生虚假边缘，如图６（ｈ），说明算法产生阶梯效应．文献
［５］方法产生的虚假边缘比文献［１６］和文献［４］严重，如
图６（ｉ）．从图６（ｊ）与图３（ｇ）对比来看，本文算法恢复的
边缘与原始图像边缘几乎一致．

对于 Ｈａｉｆａ图像，由图３（ｈ）可知，图像中的“道路”
分界线边缘清晰可见，但文献［１６］、文献［４］、文献［５］方
法都没有恢复出该分界线，如图７（ｇ）、图７（ｈ）、图７（ｉ）
所示．而本文算法恢复出该分界线，如图 ７（ｊ），说明本
文算法优于其他三种方法．

图３下采样获得１２８×１２８图像，用σ＝３和σ＝１５
对图像进行退化，然后用不同算法对图像恢复，表３和
表４为定量评价指标，表 ５和表 ６为不同算法执行时
间．

表３ 不同算法恢复性能比较（２５６×２５６）

原始

图像
指标

模糊图

像图（ａ）
文献［１６］
算法图（ｂ）

文献［４］
算法图（ｃ）

文献［５］
算法图（ｄ）

本文算

法图（ｅ）

ＲＥ ０１２３ ００８２ ００８２ ００８６ ００７４

Ｐａｎｄａ ＭＡＥ ００４０ ００２６ ００２７ ００２８ ００２６

图４ ＰＳＮＲ ２４５８ ２８１９ ２８１０ ２７７３ ２８４６

ＳＳＩＭ ０６１４ ０７４８ ０７３９ ０７２５ ０７４６

ＲＥ ００９３ ００５０ ００４９ ００５３ ００３９７

Ｏｎｉｏｎ ＭＡＥ ００２１ ０００９７ ００１０７ ００１１３ ００１０４

图５ ＰＳＮＲ ２８８０ ３５６３ ３５３４ ３４８５ ３５６６

ＳＳＩＭ ０８５３ ０９４６ ０９３５ ０９２９ ０９３４

ＲＥ ０１５６ ０１０５ ０１０５ ０１１５ ００９９

Ｒｏｓｅ ＭＡＥ ００４２ ００２６ ００２７ ００２９ ００２６

图６ ＰＳＮＲ ２４１３ ２７５８ ２７５４ ２６７５ ２７９４

ＳＳＩＭ ０６２２ ０７７９ ０７７２ ０７３９ ０７８１

ＲＥ ０１４６ ００９９ ００１０ ０１０４ ００９５

Ｈａｉｆａ ＭＡＥ ００５２ ００３４ ００３４ ００３５ ００３３

图７ ＰＳＮＲ ２２４２ ２５８２ ２５７９ ２５４３ ２６１５

ＳＳＩＭ ０５１４ ０７１６ ０７１０ ０６８９ ０７２９

表４ 不同算法恢复性能比较（１２８×１２８）

原始

图像
指标

模糊

图像

文献［１６］
算法

文献［４］
算法

文献［５］
算法

本文

算法

ＲＥ ０１０３ ００５０ ００５２ ００５７ ００４４

Ｐａｎｄａ ＭＡＥ ００３１ ００１４ ００１７ ００１８ ００１４

ＰＳＮＲ ２６２１ ３３０５ ３２３６ ３１６９ ３２７９

ＳＳＩＭ ０７８７ ０９４７ ０９２４ ０９１８ ０９３５

ＲＥ ００８９ ００４２ ００４５ ００４８ ００３２

Ｏｎｉｏｎ ＭＡＥ ００１９３ ０００８０ ００１１１ ００１１２ ０００８９

ＰＳＮＲ ２９４６ ３７４４ ３５９３ ３５６６ ３６９２

ＳＳＩＭ ０８７５ ０９７７ ０９５０ ０９５１ ０９６４

ＲＥ ０１３２ ００６８ ００７１ ００８１ ００６５

Ｒｏｓｅ ＭＡＥ ００３５ ００１８ ００２０ ００２２ ００１８

ＰＳＮＲ ２５５８ ３１３３ ３１０１ ２９７９ ３１４５

ＳＳＩＭ ０７５６ ０９２９ ０９１８ ０８９８ ０９２４

ＲＥ ０１２３ ００６３ ００６５ ００７０ ００６１

Ｈａｉｆａ ＭＡＥ ００４３ ００２２ ００２３ ００２５ ００２２

ＰＳＮＲ ２３７５ ２９６１ ２９３６ ２８７３ ２９６１

ＳＳＩＭ ０６６２ ０９０７ ０８９６ ０８８１ ０８９７

表５ 不同算法执行时间对比（２５６×２５６）

处理时间 Ｐａｎｄａ Ｏｎｉｏｎ Ｒｏｓｅ Ｈａｉｆａ

文献［１６］算法 ６９１８ ４８７２ １７０７ ４２４０

文献［４］算法 ５１１８ ５０２６ ４９２１ ４７８４

文献［５］算法 １２６４８ １２５５４ １２３６７ １１４１１

本文算法 ２９１９ ２４６１ ２９３５ ３２１４

表６ 不同算法执行时间对比（１２８×１２８）

处理时间 Ｐａｎｄａ Ｏｎｉｏｎ Ｒｏｓｅ Ｈａｉｆａ

文献［１６］算法 １３９４ ０６７０ ３１７６ ０７８７

文献［４］算法 １２７２ １３１２ １２２９ １３３０

文献［５］算法 ２７９８ ２８９９ ２７７９ ２７５０

本文算法 ５７０４ ４７３９ ５７０２ ５８２３

从定量结果来看，表 ３中，对于 Ｐａｎｄａ图像，文献
［１６］获得 ＳＳＩＭ最大，本文方法获得 ＰＳＮＲ最高，ＲＥ和
ＭＡＥ最小，总体说来，本文方法恢复效果比较理想．对
于Ｏｎｉｏｎ图像，文献［１６］方法获得 ＭＡＥ最小，ＳＳＩＭ最
大，而本文方法获得 ＰＳＮＲ最高，ＲＥ最小．对于 Ｒｏｓｅ和
Ｈａｉｆａ图像，本文方法获得 ＳＳＩＭ和 ＰＳＮＲ最高，ＲＥ和
ＭＡＥ最小，说明恢复效果好．文献［５］获得 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ
最低，ＲＥ和ＭＡＥ最大，说明恢复效果最差．
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表４中，对于 Ｐａｎｄａ图像，文献［１６］获得 ＳＳＩＭ和
ＰＳＮＲ最高，本文方法获得 ＲＥ和 ＭＡＥ最小．对于 Ｏｎｉｏｎ
图像，文献［１６］获得 ＭＡＥ最小，ＳＳＩＭ和 ＰＳＮＲ最大，本
文方法获得ＲＥ最小．对于Ｒｏｓｅ和Ｈａｉｆａ图像，本文方法
获得 ＰＳＮＲ最高，ＲＥ和 ＭＡＥ最小，文献［１６］获得 ＳＳＩＭ
最大．文献［５］获得 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ最低，ＲＥ和 ＭＡＥ最
大，说明图像恢复质量最差．

由表５和表６可知，文献［５］算法执行时间最长，本
文算法执行时间比文献［４］时间短，文献［１６］算法执行
时间最短，但本文算法同时计算三个变量，而文献［１６］
算法只计算一个变量．

４ 结论

本文首先证明正则项一、二阶导数的幅值有界，利

用对偶变换，将原始模型求解转化为极小极大值问题，
根据ＫＫＴ条件，提出原始对偶变量不同步长搜索策略
的牛顿迭代算法，并证明算法的收敛性．最后利用模拟
与真实图像进行实验，结果表明，本文算法恢复的图

像，视觉效果明显得到改善，取得较高的 ＰＳＮＲ和 ＳＳＩＭ，
较低的ＲＥ和ＭＡＥ，较快的计算速度．

致谢 本文研究是通讯作者在美国进行访问成果

之一，在一年多的访学过程中，得到斯坦福大学 Ｃｈａｒｌｅｓ
Ｋ．Ｃｈｕｉ教授、密苏里大学 ＷｅｎｊｉｅＨｅ教授以及华盛顿大
学 ＣａｒｌＢｅｎｄｅｒ教授的指导和帮助，在此表示感谢．
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